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Santrauka. Dabartinis pagrindine˙smokyklos planimetrijos kursas baigiamas „trikampi ↪u sprendimu“. Tam
prireikia: 1) smailiojo kampo trigonometrini ↪u funkcij ↪u (jos apibre˙žiamos panaudojant stat ↪uj↪i trikamp↪i);
2) bukojo kampo trigonometrini ↪ufunkcij ↪u (jos apibre˙žiamos jau kitaip – panaudojantkoordinacˇi ↪usistem ↪a).
Siekiant vieningesnio t ↪u funkcij ↪u apibre˙žimo, ir kitus žinomus teiginius (ne vis ↪u ↪irodymus pateiksime)
suformuluosime kitaip.
Raktiniai žodžiai: kampo sinusas, kampo kosinusas, kosinus ↪u teorema, Pitagoro teorema, redukcijos for-
mule˙s, trigonometrine˙s funkcijos, trikampio plotas.
Trikampio plotas
TEOREMA. Trikampio plotas lygus pusei jo kraštine˙s ir j ↪a atitinkancˇios aukštine˙s ilgi ↪u
sandaugos.
Pastaba. ˇCia laikome „savaime suprantamu“ (aksioma), kad trikampio plotas
nepriklauso nuo to, kuri
↪
a kraštin
↪
e j
↪
i skaicˇiuodami pasirinksime.
TEOREMA. Jei dviej ↪u trikampi ↪u aukštini ↪u, atitinkancˇi ↪u dvi t ↪u trikampi ↪u kraštines,
ilgiai yra lygu¯s, tai t
↪
u trikampi
↪
u plot
↪
u santykis yra lygus t
↪
u kraštini
↪
u ilgi
↪
u santykiui.
TEOREMA. Trikampio plotas yra tiesiogiai proporcingas dviej
↪
u jo kraštini
↪
u ilgi
↪
u
sandaugai.
↪
Irodymas. Nagrine˙kime trikampius ABC ir A1B1C, turincˇius bendr ↪a kamp ↪a C(1 pav.).
C
B
AA1
B1
1 pav.
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Kadangi trikampi
↪
u ABC ir A1B1C (1 pav.) aukštine˙ iš viršu¯ne˙s B yra ta pati, tai j ↪u
plot ↪u santykis
SABC
SA1BC
= CA
CA1
.
Kadangi trikampi
↪
u A1BC ir A1B1C aukštine˙ iš viršu¯ne˙s A yra ta pati, tai j ↪u plot ↪u
santykis
SA1BC
SA1B1C
= CB
CB1
.
Gaut
↪
asias lygybes sudaugin
↪
e, gauname:
SABC
SA1B1C
= CA · CB
CA1 · CB1 .
Vadinasi, SABC = k · CA · CB, o k priklauso tik nuo kampo C.
Panašieji trikampiai
TEOREMA. Tiese˙, lygiagreti su trikampio kraštine, neinanti per jo viršu¯n
↪
e ir kertanti
kitas dvi jo kraštines, atkerta nuo jo trikamp
↪
i, kurio kampai lygu¯s pradinio trikampio
kampams, o kraštine˙s proporcingos pradinio trikampio kraštine˙ms.
↪
Irodymas. Tarkime, kad B1C1 ir BC (2 pav.).
Trikampi
↪
u AB1C1 ir ABC: ∠A – bendras, ∠AB1C1 = ∠ABC, ∠AC1B1 =
∠ACB (dviej
↪
u lygiagrecˇi
↪
uj
↪
u tiesi
↪
u, perkirst
↪
u trecˇi
↪
aja tiese, atitinkamieji kampai).
Remdamiesi trikampi
↪
u, turincˇi
↪
u po lyg
↪
u kamp
↪
a. plot
↪
u santykio teorema, gauname:
SAB1C1
SABC
= B1A · B1C1
BA · BC =
C1A · C1B1
CA · CB =
AB1 · AC1
AB · AC ,
o iš cˇia:
AB1
AB
= AC1
AC
= B1C1
BC
.
CB
A
B1 C1
2 pav.
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C
B
AA1 D
DE
C
B
AD
a) b)
3 pav.
APIBR ˙EŽIMAS. Kai trikampio A1B1C1 kampai lygu¯s trikampio ABC kampams
(∠A1 = ∠A, ∠B1 = ∠B, ∠C1 = ∠C), o atitinkamos (prieš lygius kampus esancˇios
kraštine˙s) yra proporcingos:
B1C1
BC
= C1A1
CA
= A1B1
AB
= k,
sakoma, kad trikampis A1B1C1 yra panašus ↪i trikamp↪i ABC, o skaicˇius k yra to
panašumo koeficientas.
Kampo sinusas. Trikampio ploto formule˙
Atsižvelg
↪
e
↪
i tai, kad
SABC = 12 · CA · CB ·
BD
CB
, SA1BC =
1
2
· CA1 · CB · BD
CB
(3 pav., a),
SABC = 12 · CA · CB ·
BD
CB
(3 pav., b),
kampo sinus
↪
a apibre˙žiame šitaip:
smailiojo kampo α (0◦ < α < 90◦) sinusas sinα = BD
CB
(3 pav., a);
bukojo kampo β = 180◦ − α (90◦ < α < 180◦) sinusas sin(180◦ − α) = sinα;
sin 90◦ = 1.
Tokiu atveju trikampio ploto formule˙ yra SABC = 12 · CA · CB · sinC.
Pitagoro teorema
TEOREMA. Stacˇiojo trikampio
↪
ižambine˙s ilgio kvadratas yra lygus statini
↪
u ilgi
↪
u
kvadrat
↪
u sumai.
↪
Irodymas. Iš 4 pav.:
sinβ = AD
AC
= AC
AB
, AD · AB = AC2; sinα = DB
BC
= BC
AB
, DB · AB = BC2.
Lygybes sude˙j
↪
e ir pakeit
↪
e AD + DB = AB, gauname AB2 = AC2 + BC2.
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BA D
E
C
E
D
D
4 pav.
D
$90 D
b c
a
5 pav.
Kampo kosinusas. Kosinus
↪
u teorema
Iš 4 pav., pritaik
↪
e Pitagoro teorem
↪
a, gauname:
AB2 = AD2 + BD2 = (AC − CD)2 + BC2 − CD2
= AC2 + BC2 − 2AC · BC · CD
BC
,
A1B
2 = A1D2 + BD2 = (A1C + CD)2 + BC2 − CD2
= A1C2 + BC2 − 2A1C · BC ·
(
− CD
BC
)
(3 pav., a);
AB2 = AC2 + BC2 − 2AC · BC · CD
BC
(3 pav., b),
tode˙l kampo kosinus
↪
a apibre˙žiame šitaip:
smailiojo kampo α (0◦ < α < 90◦) kosinusas: cosα = CD
BC
(3 pav., a);
bukojo kampo β = 180◦ − α (90◦ < β < 180◦) kosinusas cos(180◦ − α) =
− cosα; cos 90◦ = 0.
Lygybe˙
AB2 = AC2 + BC2 − 2AC · BC · cosC
išreiškia kosinus
↪
u teorem
↪
a.
Redukcijos formule˙s
Iš 5 pav.:
sin(90◦ − α) = b
c
= cos α; cos(90◦ − α) = a
c
= sinα.
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Buk
↪
aj
↪
i kamp
↪
a β galima išreikšti suma 90◦ + α (0◦ < α < 90◦).
Tada
sin(90◦ + α) = sin(180◦ − (90◦ − α)) = sin(90◦ − α) = cosα;
cos(90◦ + α) = cos(180◦ − (90◦ − α)) = − cos(90◦ − α) = − sinα.
SUMMARY
P. Vaškas. Trigonometric functions in the secondary school
In the school mathematics trigonometric functions for acute angle and obtuse angle are defined differently.
The common definitions of trigonometric functions for the both cases in the paper are proposed.
Keywords: area of a triangle, cosine of the angle, Pythagorean theorem, reduction formulas, sine of the
angle, theorem of cosines, trigonometric functions.
